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ПЛОСКОСТИ, НАДЕЛЁННЫЕ ФИНСЛЕРОВЫМИ ГЕОМЕТРИЯМИ

Известна полная классификация двумерных феноменологически симмет-
ричных геометрий. Она содержит как хорошо известные геометрии (евкли-
дова, псевдоевклидова, симплектическая, сферическая и т.д.), так и неиз-
вестные (собственно гельмгольцева, псевдогельмгольцева, дуальногельм-
гольцева и симплициальная). Простой анализ доказывает однородность мет-
рической функции псевдогельмгольцевой и дуальногельмгольцевой геомет-
рий. Поэтому данные геометрии принадлежат классу финслеровых про-
странств. В данной работе применяются методы финслеровой геометрии для
исследования псевдогельмгольцевой и дуальногельмгольцевой двумерных
геометрий: проверяются финслеровы аксиомы, находится финслеров метри-
ческий тензор, финслеровы основной и дополнительный тензоры, вычисля-
ются финслеров скаляр и специальный тензор кривизны.

Ключевые слова. Метрическая функция, псевдогельмгольцева геометрия,
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Известна классификация Г.Г. Михайличенко двумерных феноменологически
симметричных геометрий [1], то есть геометрий, для которых шесть взаимных
расстояний между четырьмя произвольными точками функционально связаны.
Расстояние понимается в обобщенном смысле как значение некоторой функции,
для которой метрические аксиомы не обязательно выполняются. Было доказано,
что феноменологически симметричные геометрии наделены максимальной под-
вижностью, то есть для них существуют группы движений максимальной размер-
ности равной трем [2, 3]. Классификация таких двумерных геометрий содержит
как хорошо известные геометрии (евклидова, псевдоевклидова, симплектическая,
сферическая и т.д.), так и неизвестные (собственно гельмгольцева, псевдогельм-
гольцева, дуальногельмгольцева и симплициальная). В данной работе применя-
ются методы изучения финслеровых пространств для исследования псевдогельм-
гольцевой и дуальногельмгольцевой двумерных геометрий. Эта статья является
продолжением работы [4], опубликованной автором, в которой исследуется соб-
ственно гельмгольцева двумерная геометрия как финслерово пространство.

1. Псевдогельмгольцева и дуальногельмгольцева плоскости

Возьмем в арифметической плоскости 2R  метрические функции [1]:
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где 1 1x y≠ .

Рассмотрим касательную плоскость 2( )xT R  к 2R  в произвольной точке
1 2( , )x x x= . Обозначим через 2( )T R  касательное расслоение. Зададим в прямом

произведении 2 2( )R T R×  метрическую функцию
2

1ar(c)th
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где 2( )xu T R∈ , 1 0u ≠ . Касательный вектор 2( )xu T R∈  называется неизотропным
по отношению к функции (1), если для него определено значение этой функции.
Множество неизотропных касательных векторов относительно метрической
функции (1) в точке x обозначим через 2 2( ) ( )f

x xD R T R⊂ . Пусть
2 2( ) ( )fD R T R⊂  – расслоение неизотропных касательных векторов. Очевидно,

метрическая функция (1) определена в прямом произведении 2 2( )fR D R× .

Аналогично в прямом произведении 2 2( )R T R×  задаем метрическую функцию
2

11( ) ,
u
ueg u u= (2)

где 2( )xu T R∈ , 1 0u ≠ , и определяем неизотропный по отношению к функции (2)

касательный вектор 2( )xu T R∈ как вектор, для  которого определено значение
этой функции. Множество так определенных неизотропных касательных векторов
в точке x обозначим через 2 2( ) ( )g

x xD R T R⊂ . Введем обозначение
2 2( ) ( )gD R T R⊂  для расслоения таких неизотропных касательных векторов. Оче-

видно, метрическая функция (2) определена в прямом произведении 2 2( )gR D R× .

Определение 1. Тройка ( 2 2, ( ),fR D R f ) задает псевдогельмгольцеву двумер-

ную геометрию (плоскость), а тройка  ( 2 2, ( ),gR D R g ) – дуальногельмгольцеву
двумерную геометрию (плоскость).

Теорема 1. Метрические функции (1) и (2) положительно однородны степени
один.

Доказательство. Действительно,
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для любого λ > 0. □
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Таким образом, псевдогельмгольцева  и дуальногельмгольцева двумерные
геометрии являются финслеровыми пространствами [5].

Очевидно, метрическая функция (1) положительна в области 
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Теорема 2. Псевдогельмгольцева геометрия является положительно опреде-

ленной двумерной финслеровой геометрией в области 
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который положителен при |β| > 1. Элемент в левом верхнем углу данного опреде-
лителя, очевидно, равный
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также положителен, если |β| > 1 и 
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< . Таким образом, из приведенных рассу-

ждений следует, что при |β| > 1 в области 
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положительно определена. Если же еще учесть положительность метрической
функции (1), то приходим к утверждению теоремы 2. □

Метрическая функция (2) положительна, то есть ( ) 0,g u > в области где 1 0u > ,

причем 2( ).gu D R∈
Теорема 3. Дуальногельмгольцева геометрия является положительно опреде-

ленной двумерной финслеровой геометрией в области 1 0u > .
Доказательство. Вычисляем производные первого порядка:
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Элемент в левом верхнем углу данного определителя, очевидно, равен
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Видно, что квадратичная форма (3), в которой берем вместо f  метрическую функ-
цию g, положительно определена. Учитывая дополнительно положительность мет-
рической функции (2) в области 1 0u > , приходим к утверждению теоремы 3. □

2. Псевдогельмгольцево двумерное многообразие

Это многообразие определено в работе автора [6], и локальное его изучение
было темой кандидатской диссертации. Ниже все индексы принимают значения 1
и 2. Рассмотрим касательную плоскость ( )xT M  к двумерному многообразию M  в
произвольной точке x  и касательное расслоение ( )T M . В прямом произведении

( )M T M×  зададим метрическую функцию, которая в координатной окрестности
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U M⊂  имеет явный вид

ar(c)th
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где ( )xu T M∈ , а ( )i ia a x= , ( )i ib b x=  – функции класса 3C , β = const, β ≠ 0, β ≠ 1.

В каждой точке x  векторы i
ia u , i

ib u  линейно независимы, то есть 1 2 2 1 0a b a b− ≠ .
Касательный вектор ( )xu T M∈  называется неизотропным, если для него опреде-
лено значение метрической функции (4).  Множество неизотропных касательных
векторов в точке x обозначим через ( ) ( )f

x xD M T M⊂ . Пусть ( ) ( )fD M T M⊂  –
расслоение неизотропных касательных векторов.

Определение 2. Тройка ( , ( ),fM D M f ) задает геометрию двумерного псевдо-
гельмгольцева многообразия.

Заметим, что для псевдогельмгольцевой плоскости a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1.
Теорема 4. Метрическая функция (4) положительно однородна степени один.
Доказательство. Действительно,

ar(c)th
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λ

β
λλ = λ−λ = λ

для любого λ > 0. □
Итак, двумерное псевдогельмгольцево многообразие является финслеровым

пространством [5].
Метрическая функция (4) положительна, то есть ( , ) 0,f x u >  в области

1
i

i
j

j

b u
a u

< , где ( ).f
xu D M∈

Теорема 5. Псевдогельмгольцево двумерное многообразие ( , ( ),fM D M f ) яв-
ляется положительно определенным двумерным финслеровым пространством в

области 1
i

i
j

j

b u
a u

<  при |β| > 1.

Доказательство. Сначала вычисляем производные первого порядка:
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Потом вычисляются компоненты финслерова метрического тензора
2 21 ( , )( , )
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f x ug x u
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∂
=
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(5)

псевдогельмгольцева двумерного многообразия:
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A B C
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где
2(2 ) ,1ij i j i j i j i jA a a a b b a b b= +β +β + −β

2 1(2 ) ,ij i j i j i j i jB a a a b b a b b− +β ++β= β

2 ( ).ij i j i j i j i jC a a a b b a b b= − β + +β +β

Затем вычисляется определитель
2

14 ar(c)th
2 211 12

11 22 12 21 1 2 2 1
21 22

1( )( ) .
u
ug g g g g g a b a b e

g g
β

∆ = = − = β −− (7)

Видно, что он положителен, если |β| > 1. Несложно преобразовать элемент в верх-
нем левом углу данного определителя:

(2)2 2 2 2 2 ar(c)th
(1)1 1 1 1 1 1

11 2

2
1

2

2
1(( )(1) (2)) (( )(2) (1)) (2) (1)

(1) (2)
a b a a b b a

g e
b β+β −β + β

−

+ −β − −
= .

Можно доказать его положительность в области  1
i

i
j

j

b u
a u

<  при |β| > 1. Из полу-

ченных результатов следует, что квадратичная форма (3) положительно определе-
на. Учитывая еще положительность метрической функции (4) в области

1
i

i
j

j

b u
a u

< , приходим к утверждению теоремы 5. □

Предложение 1.  Контравариантный финслеров метрический тензор псевдо-
гельмгольцева двумерного многообразия задается формулой

(2)2 2 2 ar(c)th
(1)

2 2 2 2
1 2 2 1

,
1
(1) (2) (1)(2)

( )( ) ((1) (2) )

ij ij ij
ij A B Cg e

a b a b

− β+ +
=

β −− −
(8)

где 11
22A A= , 21

12A A= − , 22
11A A= , 11

22B B= , 21
12B B= − , 22

11B B= , 11
22C C= ,

21
12C C= − , 22

11C C= .

Доказательство. Контравариантный финслеров метрический тензор ijg  оп-

ределяется из формулы ij i
jk kg g = δ , где i

kδ  – символ Кронекера, jkg – финслеров
метрический тензор псевдогельмгольцева двумерного многообразия, определен-
ный формулой (6) . Тогда

(2)2 2 2 ar(c)th
22 (1)11 11 11

2 2 2 2
1 2 2 11
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11 (1)22 22 22
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.
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g e
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Если ввести обозначения:
11

22A A= , 21
12A A= − , 22

11A A= ,
11

22B B= , 21
12B B= − , 22

11B B= ,
11

22C C= , 21
12C C= − , 22

11C C= ,
то для компонент контравариантного метрического тензора получим формулу (8). □

Основной и дополнительные финслеровы тензоры [5] определяются форму-
лами

3 2( , )1 1 ( , )( , )
2 4

ij
ijk k i j k

g x u f x uC x u
u u u u

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
,  ( , ) ( , ) ( , ).ijk ijkA x u f x u C x u= (9)

Очевидна полная симметрия по индексам:

ijk ikj kji jikC C C C= = =  и ijk ijk kji jikA A A A= = = .

Предложение 2. Основной и дополнительный финслеровы тензоры псевдо-

гельмгольцева двумерного многообразия в области 1
i

i
j

j

b u
a u

<  при |β| > 1 имеют

явный вид:
(2)2 2 ar(c)th
(1)

2 2 2

2 ( )
,

((1) ( ) )

1

2
ijk

ijk
p

C e
β−β β
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−

 
(2)2 3 ar(c)th
(1)

2 2 3/ 2

2 ( )

((1) (2) )

1
,ijk

ijk
p

A e
β−β β

=
−

(10)

где введено сокращающее  тензорное обозначение:
( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2)).ijk k k j j i ip b a b a b a= − − −

Доказательство. Для доказательства необходимо вычислить производные от
компонент метрического тензора (6) и привести подобные. □

В области 1
i

i
j

j

b u
a u

<  при |β| > 1 можно определить единичный вектор, а также

ковариантный нормальный к нему вектор:

,
( , )

i
i ul

f x u
=   ,k

i ikm l= −ε  где 0 .
0ik

⎛ ⎞∆
ε = ⎜ ⎟

− ∆⎝ ⎠
(11)

Учитывая (7), приходим к выражениям для единичного вектора и ковариантного
нормального вектора псевдогельмгольцева двумерного многообразия в области

1
i

i
j

j

b u
a u

< с условием |β| > 1:

(2)ar(c)th
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2 2
,

(1) (2)

i
i u el

−β

=
−

  

(2)ar(c)th
2 (1)

2 2

( )( (1) (2))
.

(1) (2

1

)
i i

i
b a e

m

β

−

−−β
=

В финслеровой геометрии доказано соотношение
,ijk i j kA Jm m m= (12)

где J  – скаляр [5].
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Предложение 3. Финслеров скаляр J  псевдогельмгольцева двумерного мно-

гообразия в области 1
i

i
j

j

b u
a u

<  при |β| > 1 вычисляется по формуле

2 1

2 const.J β
= =

β −

Доказательство. Найдем сначала тройное произведение
(2)3 ar(c)th

2 3/ 2 (1)

2 2 3/ 2

(2)3 ar(c)th
2 3/ 2 (1)

2 2 3/ 2

( ) ( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))

((1) (2) )

( )
.

((1) (2) )

1

1

i i j j k k
i j k

ijk

b a b a b a e
m m m

p e

β

β

−

−

−

−

β − − −
= =

β
=

Затем найденное и выражение для тензора ijkA , вычисленное в предложении 2,
подставим в формулу (12), получаем явное выражение для скаляра J . □

Следует отметить, что в теории двумерных финслеровых пространств этот
скаляр, который для двумерного псевдогельмгольцева многообразия принимает
постоянное значение, является важной характеристикой. Заметим, что для рима-
новых двумерных многообразий этот скаляр равен нулю.

По тензорам (9) строятся новые тензоры:
i il
jk jlkC g C= ,  ( , ) ( , ) ( , ).i i

jk jkA x u f x u C x u= (13)

В явном виде для двумерного псевдогельмгольцева многообразия в области

1
i

i
j

j

b u
a u

<  с  |β| > 1 они имеют вид

2 2 2
1 2 2 1

2 ( (1) (2))( (1) (2))(( )(1) ( )(2))
,

( )((1) (2) )

i i i i
k k j ji

jk
b a b a a b b a

C
a b a b −

− β − − +β − +β
=

−

(2)Ar(c)th
(1)

2 2 3/ 2
1 2 2 1

2 ( (1) (2))( (1) (2))(( )(1) ( )(2))

( )((1) 2)
,

( )

i i i i
k k j ji

jk
b a b a a b b a

A e
a b a b

β− β − − +β − +β
=

− −
(14)

где 2 2
1 1,a a b b= = , 1 1

2 2,a a b b= = .
С помощью второго тензора из (13) можно определить финслеров специаль-

ный тензор кривизны [5]:
.i i r i r

jkh kr jh rh jkS A A A A= − (15)

Теорема 6. Финслеров специальный тензор кривизны для псевдогельмгольце-
ва двумерного многообразия равен нулю.

Доказательство. Действительно, воспользуемся  выражением (14) для тензо-
ра i

jkA  при вычислении финслерова специального тензора кривизны (15):
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(2)2 2 ar(c)th
(1)

2 2 2 3
1 2 2 1

4
( ) ((1) (2) )

i
jkhS e

a b a b

ββ
= ×

− −

(( )(1) ( )(2))(( )(1) ( )(2))i i i i r r r ra b b a a b b a× +β − +β + − +ββ ×

[(( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))j j k k h h r rb a b a b a b a× − − − − −

( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))] 0.j j k k h h r rb a b a b a b a− − − − − =

Проведенные вычисления доказывают, что 0.i
jklS =  □

В работе [6] проводилось исследование кривизны двумерного псевдогельм-
гольцева многообразия, построенной через согласованную связность. Найден со-
ответствующий тензор кривизны:

,
i i
jk jli i s i s

jkl sk jl sl jkl kR
x x

∂Γ ∂Γ
= − + −Γ Γ + Γ Γ

∂ ∂
где символы Кристоффеля согласованной связности определяются по формуле

( )1
2

jk ijl lk lkki
ij jkl kij ijki j k

h hh
h h

x x x

∂ ∂⎛ ⎞∂
Γ = + − −β λ + λ −λ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,

причем ( )ij i j i j i j j ih a a b b a b a b= − +β − , λijk = i i
j jk k

a b
b a

x x
∂ ∂

−
∂ ∂

. Оказалось, что  тен-

зор i
jklR  тождественно не обращается в нуль.

3. Дуальногельмгольцево двумерное многообразие

Это многообразие, как и псевдогельмгольцево, также определено в работе ав-
тора [6]. Пусть M – двумерное многообразие. Рассмотрим x M∀ ∈  касательную
плоскость ( )xT M  и касательное расслоение ( )T M . В прямом произведении

( )M T M×  зададим метрическую функцию, которая в координатной окрестности
U M⊂  имеет явный вид

( , ) ( ) ,

i
i

i
i

b u
a ui

ig x u a u e= (16)

где ( )xu T M∈ , а ( )i ia a x= , ( )i ib b x=  – функции класса 3C . Векторы i
ia u , i

ib u
линейно независимы, то есть 1 2 2 1 0a b a b− ≠ . Касательный вектор ( )xu T M∈  на-
зывается неизотропным, если для него определено значение метрической функ-
ции (16).  Множество неизотропных касательных векторов в точке x обозначим
через ( ) ( )g

x xD M T M⊂ . Пусть ( ) ( )gD M T M⊂  – расслоение неизотропных каса-
тельных векторов.

Определение 3. Тройка ( , ( ),gM D M g ) задает геометрию двумерного дуаль-
ногельмгольцева многообразия.

Заметим, что для дуальногельмгольцевой плоскости a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = 1.
Справедлива теорема, аналогичная теореме 4.

Теорема 7. Метрическая функция (16) положительно однородна степени один.
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Таким образом, двумерное дуальногельмгольцево многообразие является
финслеровым пространством [5].

Метрическая функция (16) положительна, то есть ( , ) 0g x u >  в области

0i
ia u > , где ( ).g

xu D M∈

Теорема 8. Дуальногельмгольцево двумерное многообразие ( , ( ),gM D M g )
является положительно определенным двумерным финслеровым пространством в
области 0i

ia u > .
Доказательство. Сначала вычисляем производные первого порядка:

(2)2 2
(1)( , ) 2[( )(1) (2)] ,i i ii

g x u a b a e
u

=
∂

+
∂

−

причем
(1) , (2) .k k

k ka u b u= =

Потом вычисляются компоненты финслерова метрического тензора по формулам
(5) дуальногельмгольцева двумерного многообразия:

(2)2 2 2
(1)

2

(1) (2) (1)(2)

(1)
,ij ij ij

ij
A B C

g e
+ +

= (17)

где
2 ,ij i j i j i j i jA a a a b b a b b+ + += 2 ,ij i jB a a= 2( ).ij i j i j i jC a a a b b a+ += −

Вычисляется определитель:

4
211 12

11 22 12 2

(2)
(

1 1 2 2 1
21 22

1)( ) .0g g g g g g a b a b e
g g

∆ − = − >= = (18)

Можно доказать положительность элемента в верхнем левом углу:
(2)2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(1)1 1 1 1 1 1 1 1

11 2
(( ) )((1) (2)) 2 (2) (2 ( ) )(2)

(1)
0.

a b b b a a b b
g e

+ − − + + +
= >

− +

Из полученных результатов и положительности метрической функции (16) в об-
ласти 0i

ia u >  следует, что квадратичная форма (3) положительно определена. □
Предложение 4. Контравариантный финслеров метрический тензор дуально-

гельмгольцева двумерного многообразия задается формулой
(2)2 2 2
(1)

2 2
1 2 2 1

(1) (2) (1)(2
1

,)
( ) ( )

ij ij ij
ij A B Cg e

a b a b

−+ +
=

−

где 11
22A A= , 21

12A A= − , 22
11A A= , 11

22B B= , 21
12B B= − , 22

11B B= , 11
22C C= ,

21
12C C= − , 22

11C C= .

Доказательство. Контравариантный финслеров метрический тензор ijg  оп-

ределяется из формулы ij i
jk kg g = δ , где i

kδ  – символ Кронекера, ijg – дуально-
гельмгольцев финслеров метрический тензор. Тогда
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(2)2 2 2
22 (1)11 11 11

2 2
1 2 2 1

(1) (2) (1)(2)
,

( ) (1)
A B C

g e
a b a b

−+ +
=

−

(2)2 2 2
21 (1)21 21 21

2 2
1 2 2 1

(1) (2) (1)(2)
,

( ) (1)
A B C

g e
a b a b

−+ +
= −

−

(2)2 2 2
11 (1)22 22 22

2 2
1 2 2 1

(1) (2) (1)(2)
.

( ) (1)
A B C

g e
a b a b

−+ +
=

−

Если ввести обозначения: 11
22A A= , 21

12A A= − , 22
11A A= , 11

22B B= , 21
12B B= − ,

22
11B B= , 11

22C C= , 21
12C C= − , 22

11C C= , то для компонент контравариантного
метрического тензора получим искомую формулу. □

Предложение 5. Основной и дополнительный финслеровы тензоры дуально-
гельмгольцева двумерного многообразия задаются формулами

(2
(1)

4

2)2
,

(1)
ijk

ijk
p

C e=    
)3

(1)
3

(22

(1
,

)
ijk

ijk
p

A e= (19)

где введено сокращающее  тензорное обозначение
( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2)).i i k kijk j jp b a b a b a= − − −

Доказательство. Для доказательства необходимо воспользоваться формула-
ми (9). □

По формулам (11) вычисляем единичный вектор и ковариантный нормальный
к нему вектор для дуальногельмгольцева двумерного многообразия, причем ис-
пользуем выражение (18) для определителя:

(2)
(1)

,
(1)

i
i u el

−

=   

(2)
(1)( (1) (2

(
))

.
1)

i i
i

b a e
m

−
=

Предложение 6. Финслеров скаляр J  дуальногельмгольцева двумерного мно-
гообразия равен 2.

Доказательство. Находим  тройное произведение
(2) (2)3 3
(1) (1)( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))

.
(1) (1)

i i j j k k ijk
i j k

b a b a b a e p e
m m m

− − −
= =

Подставляем найденное произведение и выражение для тензора ijkA , вычисленное
в предложении 5, в формулу (12), получаем явное выражение для скаляра J . □

Далее по формулам (13) с использованием выражений для второго тензора из
(19) вычисляем тензоры

1 2 2 1
4

2( (1) (2))( (1) (2))(( )(1) (2))
,

( )(1)

i i i
j k kji

jk
b a b a a b a

C
a b a b

− − + −
=

−
(2)
(1)

1 2 1
3

2

2( (1) (2))( (1) (2))(( )(1) (2))

( )(1
,

)

i i i
k k j ji

jk
b a b a a b a

A e
a b a b

− − + −
=

−
(20)
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где 2 2
1 1,a a b b= − = , 1 1

2 2,a a b b= − = . Затем находим финслеров специальный
тензор кривизны.

Теорема 9. Финслеров специальный тензор кривизны для дуальногельмголь-
цева двумерного многообразия равен нулю.

Доказательство. Действительно, воспользуемся  выражением (20) для тензо-
ра i

jkA  при вычислении финслерова специального тензора кривизны (15):
(2)2
(1)

2
1 2 2 1

6
4

( ) (1)
i
jkhS e

a b a b
= ×

−

(( )(1) (2))(( )(1) (2))i i i r r ra b a a b a× + − + − ×

[( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))j j k k h h r rb a b a b a b a× − − − − −

( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))( (1) (2))] 0.j j k k h h r rb a b a b a b a− − − − − =

Проведенные вычисления доказывают, что 0.i
jklS =  □

В работе [6] проводилось исследование кривизны двумерного дуальногельм-
гольцева многообразия, построенной через согласованную связность. Найден со-
ответствующий тензор кривизны:

,
i i
jk jli i s i s

jkl sk jl sl jkl kR
x x

∂Γ ∂Γ
= − + −Γ Γ + Γ Γ

∂ ∂
где символы Кристоффеля согласованной связности определяются по формуле

( )1
2

jk ijl lk lkki
ij jkl kij ijki j k

h hh
h h

x x x

∂ ∂⎛ ⎞∂
Γ = + − − λ + λ −λ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,

причем ij i j i j j ih a a a b a b= + − , λijk = i i
j jk k

a b
b a

x x
∂ ∂

−
∂ ∂

. Оказалось, что  тензор кри-

визны i
jklR  тождественно не обращается в нуль.

Заключение

Из данных исследований и работы [4] следует, что в классификации Михайли-
ченко двумерных феноменологически симметричных геометрий [1] геометрии
собственно гельмгольцева, псевдогельмгольцева и дуальногельмгольцева, зада-
ваемые метрическими функциями

2 2

1 12 arctg
1 1 2 2 2 2( , ) [( ) ( ) ]

x y
x yf x y x y x y e
−

γ
−= − + − ,
2 2

1 1ar(c)t2
1 1 2 2 2

h
2( , ) [( ) ( ) ]

x y
x yf x y x y x y e
−

β
−= − − − ,

2 2

1 11 1( , ) ( )
x y
x yf x y x y e
−

−= − ,
где γ = const, γ ≠ 0, β = const, β ≠ 0, β ≠ 1, являются финслеровыми. Других финс-
леровых неримановых геометрий в той классификации нет.
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В работе В.Х. Лева [7] приводится классификация трехмерных феноменологи-
чески симметричных геометрий, среди которых есть собственно гельмгольцева,
псевдогельмгольцева и дуальногельмгольцева трехмерные геометрии с метриче-
скими функциями

2 2
1 2

1 12 arctg 2 2
1 1 2 2 2 2( , ) [( ) ( ) ]

x y z z
x yf x y x y x y e
−

γ + +
−= − + − ,

2 2
1 2

1 12 ar(c 2 2
1

)th
1 2 2 2 2( , ) [( ) ( ) ]

x y z z
x yf x y x y x y e
−

β + +
−= − − − ,

2 2
1 2

1 1 2 2
1 1( , ) ( )

x y z z
x yf x y x y e
−

+ +
−= − .

Для этих метрических функций не выполняется основное свойство финслеровой
геометрии – свойство однородности, то есть данные геометрии не являются финс-
леровыми.
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There exists the complete classification of two-dimensional phenomenologically symmetric
geometries, i.e., geometries for which the six mutual distances between the four arbitrary points
are functionally connected. In these geometries, the distance is understood in a generalized sense
as the value of a function called the metric function. Axioms of a metric are not obligatorily
satisfied. For all these geometries, groups of motion are three-dimensional. The classification of
such two-dimensional geometries includes both well-known geometries (Euclidean, pseudo-
Euclidean, symplectic, spherical, etc.), and unknown ones (the properly Helmholtz, pseudo-
Helmholtz, dual Helmholtz, and simplicial geometries).

In this paper, we use methods of Finsler geometry to study the pseudo-Helmholtz and dual
Helmholtz two-dimensional phenomenologically symmetric geometries. In particular, in the first
section, we introduce the definition of pseudo-Helmholtz and dual Helmholtz planes, and then
prove that they are positive definite Finsler spaces (homogeneity and positivity of the metric
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function, as well as the positive definiteness of the Finsler metric tensor are verified), though, in
contrast to the actual Helmholtz geometry, with some restrictions on the domain. In the second
section, the psevdo-Helmholtz two-dimensional manifold is defined and it is proved that it is a
positive definite Finsler space for |β| > 1 in a certain domain. Then, the metric tensor gij, basic
Finsler tensor Cijk, and additional tensor Aijk are calculated. With these tensors, the Finsler scalar J
is obtained and it is proved that the special Finsler curvature tensor Si

jkl for the two-dimensional
pseudo-Helmholtz manifold is zero. In the third section, the dual Helmholtz two-dimensional
manifold is defined and it is proved that it is a positive definite Finsler space in the domain of
definition. Then, as in the second section, the metric tensor, basic Finsler tensor Cijk, and
additional Aijk tensor are calculated. Then, it is proved that J = 2 and the special Finsler curvature
tensor Si

jkl = 0.

Keywords: metric function, pseudo-Helmholtz geometry, dual Helmholtz geometry, Finsler
geometry.
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